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TIДC  МЕТОДИ АНАЛІЗУ  ТА УПРАВЛІННЯ СИСТЕМАМИ  
В УМОВАХ РИЗИКУ І НЕВИЗНАЧЕНОСТІ 
УДК 535.242.65 
ПРО УМОВИ АСИМПТОТИЧНОЇ СТІЙКОСТІ В МОДЕЛЯХ 
РОСТУ ПАТОЛОГІЧНИХ УТВОРЕНЬ НА ОСНОВІ 
ДИНАМІКИ РІХАРДА 
В.П. МАРЦЕНЮК, О.А. БАГРІЙ-ЗАЯЦЬ 
Розглянуто модель розвитку загального патологічного утворення на основі ди-
наміки Ріхарда. Побудовано математичну модель росту патологічного утво-
рення з урахуванням імунної відповіді. Перше рівняння описує зміну кількості 
клітин патологічного утворення в організмі людини. Друге рівняння описує 
ріст плазматичних клітин. Третє рівняння описує зміну кількості антитіл, які 
реагують із рецептором клітин патологічного утворення. Четверте рівняння 
описує ступінь пошкодження органу. Побудовано конструктивні умови асимп-
тотичної стійкості для моделі розвитку загального патологічного утворення на 
основі динаміки Ріхарда. Досліджено умови локальної асимптотичної стійкості 
стаціонарного стану, що відповідає відсутності захворювання. Отримано до-
статні умови асимптотичної стійкості рівноважного стану моделі розвитку па-
тологічного утворення в термінах коефіцієнтів характеристичного рівняння. 
Проведено чисельний аналіз розробленої моделі, а отримані математичні ре-
зультати проаналізовано для конкретних параметрів моделі розвитку пато-
логічного утворення. 
ВСТУП 
Останнім часом збільшується увага дослідників до проблеми розвитку пато-
логічних утворень у людському організмі. Актуальною є розробка адекват-
них математичних моделей росту клітинних популяцій. Оскільки пато-
логічні процеси переважно описуються нелінійними диференціальними 
рівняннями, які не мають аналітичних розв’язків, то доводиться шукати ме-
тоди, відмінні від аналітичного інтегрування диференціальних рівнянь. По-
ряд із використанням чисельних методів розв’язування диференціальних 
рівнянь часто можна виявити важливі якісні властивості розв’язків неліній-
них рівнянь, не розв’язуючи їх явно. До таких якісних властивостей нале-
жить стійкість розв’язків рівнянь.  
У роботах [1, 2] досліджено стійкість моделей на основі динаміки Гом-
перца, що застосовувалися для дослідження процесів росту пухлин. Зокрема 
в [2] розглянуто питання стійкості в моделі протипухлинного імунітету 
з урахуванням порушення функціонування органа-мішені за допомогою ме-
тода вироджених функціоналів Ляпунова. У той же час не досліджено умови 
стійкості, коли ріст популяцій патологічних клітин підлягає більш загальній 
динаміці Ріхарда [3]. 
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Мета роботи — побудова конструктивних умов асимптотичної стійко-
сті в моделях росту патологічних утворень у людському організмі. 
МАТЕРІАЛИ ТА МЕТОДИ ДОСЛІДЖЕННЯ 
Розглядається модель розвитку патологічного утворення на основі динаміки 
Ріхарда. У моделі враховуються наступні визначальні для перебігу процесу 
чинники: 
• Концентрація клітин патологічного утворення ).(tL  
• Концентрація антитіл ).(tF  Під антитілами розуміють субстрати 
імунної системи, що нейтралізують рецептори клітин патологічного утво-
рення. 
• Концентрація плазматичних клітин ).(tC  Це популяція носіїв і виро-
бників антитіл. 
• Відносна характеристика росту патологічного утворення ).(tm  
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Тут )(tL  — кількість клітин патологічного утворення; )(tC  — концент-
рація плазматичних клітин; )(tF  — концентрація специфічних антитіл; 
)(tm  — ступінь ушкодженості органа; Lγ  — коефіцієнт, що визначає ймо-
вірність нейтралізації (руйнування) клітини патологічного утворення анти-
тілом; fb  — швидкість виробництва антитіл однією плазматичною кліти-
ною; Lα  — коефіцієнт, що зумовлює ймовірність зустрічі антиген–антитіло; 
Cμ  — коефіцієнт, обернений до часу життя плазматичних клітин; fμ  — 
коефіцієнт, обернено пропорційний до часу розпаду антитіл; mμ  — коефіці-
єнт, що враховує швидкість відновлення пошкодженого органу; η  — число 
специфічних антитіл, що потрібно для нейтралізації одного антигена; σ  — 
коефіцієнт, що визначає швидкість загибелі клітин за рахунок пошкоджую-
чої дії антигенів; )(mξ  — неперервна незростаюча функція ( 1)(0 ≤≤ mξ ), 
що характеризує порушення нормального функціонування імунної системи 
через значне пошкодження органа-мішені; α  — коефіцієнт, що зумовлює 
ймовірність зустрічі антиген-антитіло; τ  — фаза запізнення (час, за який 
здійснюється формування каскаду плазматичних клітин). 
Перераховані параметри є додатні й специфічні, як для виду рецептора, 
так і для органа і для конкретного організму. 
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Припустимо, що .),[)(),(),(),( 0
1 ∞∈ tCtmtFtCtL  Задано неперервні по-
чаткові умови на :),[ 00 ttt τ−∈  )()( 0 tLtL = , )()( 0 tCtC = , ,)()( 0 tFtF =  
)()( 0 tmtm = . 
Позначимо через }),,,{( 4+∈=Ω RmFCL  біологічно значущу область, 
яка є додатньо інваріантною для системи (5), оскільки векторне поле на гра-
ниці Ω  не виходить назовні Ω . 














































f CbCE μ  та стаціонарні стани вигля-
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f CbCE μ  відповідає відсутності захво-
рювання (патологічного утворення). Параметр 0C  відповідає за кількість 




0  — кількість антитіл, що 
є в нормі за відсутності патологічного утворення. При цьому патологічних 
клітин немає — тому орган неушкоджений. 
Кількість стаціонарних станів вигляду ),,,( ***** mFCLE =  залежить 
від значення параметра n . Біологічний зміст мають лише додатні значення 
розв’язків, які відповідають хронічному захворюванню різного ступеня 






f CbCE μ . Зауважимо, що у випадку 1=n  кількість стаціонар-
них станів визначається коренями рівняння другого ступеня: 
 ,)( 32
2
1 azazazA ++=  
де 
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 LLCfLL ba θηγμγθα 21 −= , LLLCfLLCfL ba αθηγμααθμμα +−=2 ,  
 LfC bCa αμ 03 −= . 
У випадку 2=n  кількість стаціонарних станів визначається коренями 





1 bzbzbzbzB +++=  
де 
 CLLLfbb μηγααα −=1 , CLfb μαμ=2 ,  
 CLLLLfbb μθηγααα 23 +−= , CLLfLLCf Cbb μθαμθγμ 2204 +−= . 
При довільному натуральному значенні параметра n  система (5) має 
2+n  розв’язки, проте їх потрібно аналізувати, оскільки вони можуть не ма-
ти біологічного змісту. 
ДОСЛІДЖЕННЯ СТІЙКОСТІ СТАНУ РІВНОВАГИ *E  
Здійснивши лінеаризацію системи в околі точки ,),,,( **** mFCL  отримуємо 




































LLff ηγηγμ −−−= , (8) 
 .414 xxdt
dx
mμσ −=  (9) 
Характеристичне рівняння отриманої лінійної системи (6)–(9) 
є рівнянням четвертого ступеня:  
 ,032214322314 =+++++++ −−− λτλτλτ λλλλλλ ebebebaaaa  (10) 
де 
 ***1 )/()1( FLnLa LnLLLfmC γθααηγμμμ +++−+++= , 
 −++++= **2 LLa mCfmmCfC ηγμηγμμμμμμμ  
 +++− *** )/()1( LLnL nLLL ηγθαηγα  
 ++++−−−+ )()/()1( *** fCnLLmLfLCLL LnLF μμθαμαμαμαηγγ  
 ,)/)(1( ****** LFFFFLn LLmLfLCm
n
L ηγγγμγμγμμθ ++++++  
 +++++−++= ****3 )()/()1(( LFLnLa CfCLnLLLmCmfC ηγμμμγθααηγμμμμμ  
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 )()/()1() ***** mCL
n
LLmfmCm LFLLnL μμηγγηγθαηγμμμμμ ++++−++ , 




)( ***** ξαγσμμηγγ ++ , 
 ,)( **1 Lmbb f αξ−=  
 ))/()1(2()( ****2
n
LLLmLf LnFLmbb θααμγαξ ++−−= , 
 .)2)/()1(()( ****3 FLnLmbb LnLLLf γθαααξ +++−=  
При вивченні розміщення коренів рівняння буде використано наступ-
ний результат, доведений в роботі [4] із використанням теореми Руше [5].  
Лема 1. Для експоненціального полінома 
 +++++= −−−− )0()0( 11)0(1 ...),...,,( 1 nnnn pppeeP m λλλλ λτλτ  
 ...]...[ 1)1()1( 1
1)1(
1 +++++ −−− λτλλ eppp nnn  






nm λτλλ −−−−−− ++++  
де ),...,2,1(0 mii =≥τ  та ),...,2,1;1,...,1,0()( njmip ij =−=  є константами, при 
зміні ),...,,( 21 mτττ  сума порядків нулів ),...,,( 1 meeP λτλτλ −−  у відкритій правій 
напівплощині може змінюватися, коли нуль з’являється на уявній осі або 
перетинає її.  
Зрозуміло, що )0( >wiw  буде коренем рівняння (10) тоді й тільки тоді, 
коли: 
 +−−++−− )sin(cos214322314 ττ wiwwbawiawawiaw  
 .0)sin(cos)sin(cos 32 =−+−+ ττττ wiwbwiwwib  











1 τττ wbwwbwwbwawa +−−=+  (11) 
Додаючи квадрати обох рівнянь (11), маємо: 







1 wbbbwbwb −++=  
тобто 









3 =−++−−+ bawbbbaaa  (12) 
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3 basbbbaaar −=+−−=  
Тоді рівняння (12) набуває вигляду: 
 .0234 =++++ srzqzpzz  (13) 
Твердження 1. Якщо ,0<s  то рівняння (13) має принаймні один до-
датній розв’язок. 
Доведення. Позначимо 
 .)( 234 srzqzpzzzh ++++=  (14) 




),0(0 ∞∈z , при якому ,0)( 0 =zh  що й потрібно було показати. 
Твердження 2. Якщо ,0≥s  та рівняння (13) має додатні дійсні ко-
рені, то 
 ,027/4/ 3
2 ≥+=Δ ηξ  (15) 
де 2/16/3,4/8/432/18 23 qprpqp +−=+−= ηξ . 
Доведення. Із (14) маємо  
 .234)( 23 rqzpzz
dz
zdh +++=  
Покладемо 
 .0234 23 =+++ rqzpzz  (16) 
Тоді три корені рівняння (16) (із врахуванням кратності) можуть бути знай-
дені за формулою Кардано [5]: 
 .27/4/2/27/4/2/ 3 323 323,2,1 ηξξηξξ +−−+++−=z  (17) 
Причому, беручи послідовно по одному з трьох значень кубічного ко-
реня 3 32 27/4/2/ ηξξα ++−= , потрібно з трьох можливих значень ко-
реня 3 32 27/4/2/ ηξξβ +−−=  вибрати те, для якого .3/ηαβ −=  
Якщо ,0≤Δ  то (16) не має дійсних коренів. Отже, функція )(zh  є зрос-
таючою. З умови 0)0( ≥= sh  випливає, що рівняння (13) не має додатних 
дійсних коренів. Отримали суперечність, що й доводить справедливість 
твердження 
У випадку, коли ,0≥Δ  серед коренів 321 ,, zzz  згідно з формулами 17 
існує принаймні один, який є локальним мінімумом ).(zh  
Позначимо: 
 .3,1),(minarg* == izhz i  
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Твердження 3. Якщо ,0≥s  то рівняння (13) має додатні корені тоді 
й тільки тоді, коли 0* >z  та .0)( * ≥zh  
Доведення. Достатність твердження є очевидною. Під час доведення 
необхідності скористаємося доведенням від супротивного. Тобто, припус-
тимо, що рівняння (13) має додатні корені, але при цьому або ,0* ≤z  або 
0* >z  та .0)( * ≥zh  
Якщо ,0* ≤z  то оскільки )(zh  є зростаючою при *zz ≥  та 
,0)0( ≥= sh  то звідси випливає, що )(zh  не має додатних дійсних коренів. 
Якщо 0* >z  та ,0)( * ≥zh  то )(zh  не має додатних дійсних коренів значен-
ня .*z  
Отже, в загальному випадку маємо: 
Лема 2. Якщо ,0<s  то рівняння (13) має принаймні один додатній ко-
рінь. 
Якщо ,0≥s  то рівняння (13) має додатні корені тоді і тільки тоді, коли 
0* >z  та .0)( * ≤zh  Якщо ж 0≥s  та ,0<Δ  то рівняння (13) не має додатніх 
коренів. 
Припустимо, що рівняння (13) має додатні корені. Не обмежуючи 
загальності, припустимо, що воно має чотири додатні корені, які позначимо 
відповідно 4321 ,,, zzzz . Тоді рівняння (12) має чотири додатні корені:  
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−= ϕϕ . 
Тоді, як випливає з другого рівняння (11), kiw±  є парами чисто уявних 
















k ww === ≥≤≤ τττ . 

















++=  (18) 
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Теорема 1. Припустимо, що всі головні мінори гурвіціана (18) додатні. 
Якщо 0≥s  та ,0<Δ  тоді всі корені рівняння (10) мають від’ємні дійсні ча-
стини при всіх 0≥τ . Якщо 0<s  або ,0≥s  0* >z  та ,0)( * ≤zh  тоді всі ко-
рені рівняння (10) мають від’ємні дійсні частини при ),0[ 0ττ ∈ . 






4 =+++++++ bababaa λλλλ . (19) 
За критерієм Рауса-Гурвіца всі корені рівняння (19) мають від’ємні 
дійсні частини тоді і тільки тоді, коли всі головні мінори гурвіціана (18) до-
датні. 
Якщо 0≥s  та ,0<Δ  то за лемою 2 рівняння (10) не має коренів із ну-
льовою дійсною частиною для всіх 0≥τ . Коли 0<τ  або 0≥s , 0* >z  та 
,0)( * ≤zh  то за лемою 2 маємо, що коли 1,3,2,1,)( ≥=≠ jkjkττ , то рів-
няння (10) не має коренів із нульовою дійсною частиною й 0τ  є мінімаль-
ним значенням τ  таким, що рівняння (10) має чисто уявні корені. Згідно 
з лемою 1 коренів із додатньою дійсною частиною рівняння (10) при цьому 
не має. Теорему доведено.  
Доведений вище результат можна переформулювати в термінах коефі-
цієнтів моделі росту патологічного утворення, таким чином отримавши дос-
татню умову стійкості.  
Теорема 2. Припустимо, що коефіцієнти моделі росту патологічного 
утворення (5) задовольняють умови теореми 1. 
Тоді, якщо 0≥s  та ,0<Δ  то стан рівноваги ),,,( **** mCFV системи 
ЗДР (5) є абсолютно стійким (асимптотично стійким для всіх 0≥τ ). Якщо 
0<s  або ,0≥s  0* >z  та ,0)( * ≤zh  тоді стан рівноваги ),,,( **** mCFV  
системи ЗДР (5) є асимптотично стійким при ),0[ 0ττ ∈ . 
Доведення випливає з теореми 1 та теореми про стійкість за першим 
наближенням [6]. 
ЧИСЕЛЬНИЙ ЕКСПЕРИМЕНТ 
Проведемо дослідження стійкості стану 0E  на конкретному прикладі. 
Зауважимо, що дослідження стану 0E  визначається значенням .0C  Розгля-
немо два випадки. 
1. Випадок .00 =C  В такому разі TE )0,0,0,0(0 =  й дослідження зво-
диться до вивчення коренів характеристичного рівняння четвертого по-
рядку: 
 ,04322314 =++++ aaaa λλλλ  (20) 
де 
 LfmCa αμμμ −++=1 , mLfLCLfmmCfCa μαμαμαμμμμμμ −−−++=2 , 
 )(3 fmCmfCLmfCa μμμμμμαμμμ ++−= , LmfCa αμμμ−=4 . 
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Тоді корені рівняння (20) такі: 
 mμλ −=1 ,  fμλ −=2 ,  Cμλ −=3 ,  Lαλ =4 . 
Враховуючи додатність параметрів системи, бачимо, що завжди існує 
одне власне значення ,04 >= Lαλ  яке вказує на нестійкість стану .0E  За-
уважимо, що нестійкість стану 0E  у випадку 00 =C  вказує на невідворот-
ній ріст патологічного утворення незважаючи на протидію імунної системи. 
На рис. 1 показано розв’язки системи (1)–(4) для значень параметрів: 
 ;00396,0=Lα  ;14=Lθ  ;008,0=Lγ  ;1=α ;5,0=Cμ  ;17,0=fμ   
 ;10=η  ;12,0=mμ  ;1=fb ;10=σ ;8=n  ;1)( =mξ  .00 =C  
Якщо в організмі людини в нормі немає специфічних антитіл до даного 
виду патологічних клітин )0( 0 =C , то патологічне утворення зростає, а кіль-
кість патологічних клітин збільшується до певної межі насичення. 





f CbCE μ  й дослідження 
зводиться до вивчення коренів характеристичного рівняння четвертого по-
рядку: 
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Рис. 1. Чисельне моделювання системи (1)–(4) у випадку 00 =C  
Про умови асимптотичної стійкості в моделях росту патологічних утворень … 












Корені рівняння (21) такі: 




μαγλ +−= 04 . 
Бачимо, що власні значення 4,3,2,1,0 =< iiλ  у випадку fLfL Cb μαγ >0 , 
що вказує на стійкість стану .0E  Зауважимо, що стійкість стану 0E  у випад-
ку 00 >C  вказує на протидію імунної системи росту патологічного утво-
рення. 
На рис. 2 показано розв’язки системи (1)–(4) для значень парамет-
рів: 
 ;00396,0=Lα  ;14=Lθ  ;008,0=Lγ  ;1=α  ;5,0=Cμ  ;17,0=fμ   
 ;10=η  ;12,0=mμ  ;1=fb  ;10=σ ;8=n  ;1)( =mξ  .10 =C  
Покладемо .1,0=τ  Маємо випадок, що відповідає стійкому розв’язку 
(рис. 2). 







Рис. 2. Чисельне моделювання системи (1)–(4) у випадку 10 =C  та 1,0=τ  
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Якщо в організмі людини в нормі є плазматичні клітини, що виробля-
ють специфічні антитіла до даного виду патологічних клітин ,)0( 0 >C  то 
імунна система бореться зі ростом патологічного утворення. 
Графічне представлення (рис. 2, 3) отриманого результату показує, що 
ріст патологічного утворення )(tL  зумовлює збільшення кількості антитіл 
)(tF  із деяким запізненням у часі. Організм бореться з захворюванням і пе-
реводить хворобу в хронічний стан. 
За допомогою програмного пакету INTEGRA-POST було здійснене чи-
сельне інтегрування системи (1)–(4) з використанням методу Адамса 4-го 
порядку (Свідоцтво про реєстрацію авторського права на твір № 6027, 
30.07.2002, Державний департамент інтелектуальної власності МОН 
України). 
ВИСНОВКИ 
Отже, в роботі вивчаються питання стійкості моделей розвитку патологіч-
них утворень на основі динаміки Ріхарда. Вказано шляхи вивчення стійкості 
узагальненої моделі динаміки Ріхарда. Досліджено умови локальної асимп-
тотичної стійкості стаціонарного стану, що відповідає відсутності пато-
логічного утворення. Отримано достатні умови асимптотичної стійкості рів-
новажного стану моделі розвитку патологічного утворення в термінах 
коефіцієнтів характеристичного рівняння. Проведено чисельний аналіз роз-
робленої моделі, а отримані математичні результати проаналізовано для 
конкретних параметрів моделі розвитку патологічного утворення. Показано, 
якщо в нормі в організмі людини немає специфічних антитіл до даного виду 
патологічних клітин, то патологічне утворення росте, а кількість патологіч-
них клітин збільшується до певної межі насичення, а якщо в організмі лю-
дини в нормі є плазматичні клітини, що виробляють специфічні антитіла до 







Рис. 3. Чисельне моделювання системи (1)–(4) у випадку 10 =C  та 2=τ  
Про умови асимптотичної стійкості в моделях росту патологічних утворень … 
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